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よ り精 密 な近似 定理 の定 理,Thue-Siege1-Rothの定理
序.4年 に1度 開か れ る国際数学者会議 は1958年に エ ジ ンバ ラにおいて催
され た。毎回 この会議 において は 過去4年 間にお ける新人の優秀な業蹟が表彰
されてFields賞が授 与 され るのが例で あ る。今 回は微分可能 多様体 の トポ ロ
ジーの研究 に対 して フランスのRen6Thomに,そ して代数 的数の有理数 に
よる近似 に関す る研究 に対 して イギ リスのK.F.Rothに 与 え られた。
ここでは後者のロスの業蹟について述べよ う。を もそ も無理数を有理数で
近似的に表わそ うとする問題はデ ィオパン トスの近似論 として良 く知 られてい
る。任意の無理数 θ に対 して 一
1θ一÷ ト 才(A)
を瀧 する既約騰 十 撫 限に多く磁 するととは知られているが・,この近
似をさらに精密にで きないものか と考えられて きた。 これに対 してロスは次の ・
驚 くべ き結果を与えたのである。すなわち
θが代数的数なるとき,そ の次数の如何にかかわらず
θ一一÷1<3,s(B)
を 満 足 す る既 約 分 数⊥ は有限個 しか存 在 しない。 ここに δは任意に小 さ
q
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な正数 を表 わす。.'
これが何故驚 くべ き結果 であ るか といえば,(A)の 右辺 の分母qの 指 数
は当然 θ の次数sに 従属 してい る もの と予想 され,こ れ までに得 られtc幾多
の結果 もみなそ うで あったに もかか わ らず,ロ スはsに 従属せ ず しか も簡 単
な形2+δ で表 わされ ると断定 したか らで あ る。 しか もその証明 は高 等な手段
を用 いず全 く初等的であった(そ のため幾分繁雑で はあるが)こ とが さらに驚
噴
異 であ つた。
このよ うに ロスの定理 はデ ィオパ ン トスの近似論 にお け る偉大 な業蹟であ
るが,一 方 超越数の理論 の側か らも高 く評価 され た。 とい うのは(A)は リ.ウ
ヴ ィユの超越 数につなが る不等式であ り,リ ウヴ 恥ユ,リ ンデマンな どに よっ
て始 め られ た超越数 の研究 が今 日著 るしい進歩発展の途上 にあ るとき,ロ スの
定理 はその側か らも当然振返 られ るか らであ る。
それ故nス の定理が カ ッセル[1]と シ ュナイダ ー[8コ の両著 に述べ られ
てい るの もあえて異 としなぴ。 本稿においては後者によ りロスの業蹟 を述べて
い こ う。
§1.リ ウ ヴィユ の 近 似 定 理
リウヴ ィユが彼の論文[3〕において注意 したように,代 数的数 は確実 な
'方 法によって任意 にす きなだけ有理数に近似 させ るこどは出来ない。彼はこ
あ認識を もとにして次のよ うな数 を考えた。 すなわち代数的数を有理数にょっ
て近似させ るとき一定の近似可能性が保たれ るので,こ れを破 るよ うな数,す
なわち有理数による近似可能性がいまの ものと矛盾す るような数 を考 えた。 こ
れはもとよ り代数的数 とい う訳にはいかない。か くして彼ははじめて代数的で
はないある種の超越数をしめしたのである。
リウヴ ィユの代数的数の近似に関する結果は次のように言あらわせ る。
定理1⑭ ウヴィユの定理)α がs(>1)次 の代数的数ならば∫αにのみ'
関係する数c>0が 存在して,次 の不等式
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icr'一訓 〉 一き(・)
が すべての有理整数P,q(q>0)に 対 して成立す る。 一
翻 すべてのtに 対して1α一刮 ≧ 一い ∫正しければ 淀 理 は
c=1として主張 されkこ とになる。そμ故以下においては
1α一苛1<1,(2)
と仮 定 して議論 をすすめ ることがで きる。
いま有理数体 に関す る代数的数 α の共役数 を α{2},…,α{n}で 表 わ
し,一 定の 自然数q。 を次 のn-1個 の条件
1
<{α 一訊(。-2,… … ,。)
qo} ∫
」 疹
を満 足 す る よ うに 選 ぶ 。 し か る と きq≧qoと σ二2,……,sに 対 し て 不 等 式
一1<}α 一α{・}}i
qIe
が成立 し,従 って(2)を考慮す るとsき
一 α一号1<ト ーα{o}lz
となりその結果
1号 一α勉}}≦i÷-i+1α 一α{a}ト2α一αや}i(3)
が す べ て の σ=2,… …,sに 対 し て 成 立 す る 。 ミ'
α の 極 小 多 項 式(こ の 定 義 に つ い て は §3参 照)を.
G(x)一 。。(x.-a)'(x一α{2})・・… ・(x一α{s})
ゴ ・ぱ+・ 、姻+… ∴・幡
.,し
と お く と,x=⊥ に 対 し て 極 小 多 項 式 は 次 の 評 価 を あ た え る 。
q
iG(÷)1,-la,(1一α)……(+一 α酬
'
=la,(&)s+…柵 ≧ 畜(4)
＼
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何んとなれぼG(x)の係数は有麟1こ して・・〉・なるを以てG(号)i・ ・
(それ故(4)の 第3式 を通分 したと き分子 は1に 等 しいかそれ以上 に なる 。)
(4)と(3)1とか ら評価 は次 のよ う1『な る。まず(3)よ り
fll一 α{2}11+一 α{s}
<州 α一α{2}1… α一cr{s}1
(4)より/
α一一号 ド 、'
・'≧ll・ ・(÷ 一α{2})・・…・(十 一α餐嘱 一'
な る を 以 て ㌔
〉(a・12・-11a一α{2}… …1ti-一α`s}1ずプ
と な る 。 い ま ・・-1・ ・12・・Yα 一 α{2}{… …iα ・一一α{s}i)一)
とおけば
α一.-P-1>c～
qIq
と な る。 従bて(1)'は す べ て のq≧q。 に 対 してc=Min(1,c・)を以 て 証 明 さ
喝
れ たこζにな る・ 一
残 され硝 限個の 署 一(それは1… 剖 く 一ξ にして ・<q<q・be満
足す るもの)に 対 じては
艶く瓢聖(φ・α一÷)
とおけば ・編 すべ ての 号 に対 して(・臆 ・-M'n(1,・1…)を以て証明
'され た こ と に な る。
§2.リ ウ ヴ ィユ の 超 越 数 ・'
既 に注意 したよ うに定理1を 基礎 として超越数 をつ くることがで きる・即
ち定理1の 逆 として直接 次のよ うにいえ る。
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無理数 ξ に対 して,一定のs>1と すべてのP,q(q>0)に対 して不等式(1)
が成立す るよ うな定数c>0が 存在 しないな らば,ξ はsよ り小 さい又は等 し
い次数の代数 的数 ではない。そ して,す べてのP,q(q>0)に 対 して(1)が
成 立す るよ うな数 の組(c,s),c>0,s>1が存在 しないな らば,ξ は 必然 的
に超越数であ る。
このよ うに リウヴ ィユの定理 を基礎 としてつ くられ た超 越数の ことを リウ
ヴ ィユの籔 とい う。'
与え られた数 が リウヴ ィユの数で あ るための十分条件 は次の 定理 で 与え ら
れ る。
定理2.
血
,(且一1,2,…),(P。,qn)-1,q>O
qn'
は 有 理 整 数 の 商 の 無 限 教 列,
s。,(n=1,2,)
は 実 数 の 数 列 でIims。=一 ←。。 と す る 。
n→co
いま ξ が
'1
ξ一景1㍉ 計
証 明.
qli
?
(5)
を満足 す る無理数な らば,ξ は リウヴ ィユの数で あ る。
不 等式(1)が 一定 のsと 一定のc>0に 対 して,無 限数列のすべて
の 一P壁一によって満 足 されないこ とが明 らかであ る。
定卿 を難 として超騨 をつく碩 的の働1こは・不等式(5)備 足さ
れ るよ うに配慮 しなけれ ばな らない。
ここに簡 単な例 を一 つ提供 しよ う。
ξ一畳 一参 「
v=1
とおけば,ξ の無理性は2進 法展開における非周期性か ら導かれ る。次に
豊 融 歩 と湖 ま恥謝
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・と な り ,こ れ よ り
/←景1-。鑑1歩 く毒 一蚕百≦壽
となって定理2の 仮定がs。 ニnと して満足 され る。
この例 は容易 に一般 化で きる。ξの2進 法展開 の代 りに対 応 す る表 示 と
して9進 法展開 を考 えて もよ1・。いま9-・ ・ とおけば £ ユ1、,とな るが,こ
γ・=1
れ は小数で表 わ され る リウヴ ィユ数 であ る。
同様 に正則連分数 の形で定義 され る リウヴ ィユ数 の例 が 容 易 に 与 え られ
る。いま 。
}'1 .
ξ=[bo・b'・'"●"コr玩+了+ 一乱 午
..
.'
とし,'ξの第n透 似分数 の分 母をB,、とすれば'
1ξ・一[b・,b・,……劃 届 玖3
な る を 以 て,1imnk=。 。 な る 自然 数 列nkが 次 の 条 件.、t
k→。。
bn
・+・ ≧Bnk-2・ 一(6)
nk
、
を満足す るな らば
nk
とな り,ξ は定理2に よ りリウヴ ィユ数 とな る。残々 は(6)を満足 す る もの を
作 ることがで きるか ら,任 意 に多 くの リウヴ 、ユ数がつ くられ る。
リウヴィユ数をさらに広 く作 る可能性については,代 数的数を有理数によ
って著 るし く精密化する近似に関する リウヴ ィユの定 理(こ れ は後に詳論す
る)や,か か る精密化か ら超越数の生成についての広い 可能性が与え られ るま
で,深 入 りしないでおこう。
1ξ一[い,……圃 ≦ …撫
§3.リ ウ ヴィ ユ の 定 理 の 一 般 化 ・
リゥヴ ィユの定理 の精密化 に入 るまえに,2つ の一般化 を取扱 う。 元来 リ
㌔代数的数の有理数による近似に関するRothの定理(171)
ウヴ ィユの定理 は,0を 有理数xに 対 す る一次式 の絶対値i・α一xlに よって
近似 させ ることに関す る陳述 として理解 され る6従 って次の2っ の拡張が容易
に考 え られ る。'
第1は 一次式 を多項式 によって,第2は 有理数xを 代数 的数 によって置換
え るこ とであ る。
をのために二三 の概 念 と補助定理 を先立て よ う・
α が代数的数で あ るとい うのは,有 理係数 の多項 式P(x)が 存 在 して,
α がその多項式 の零点 になってい ることであ る。x=α に対 して0と な る有理
係数 の最低次の多項式 に して,し か もその係数が全部有理整数で 互 に公約数が
ない とき,こ れ を α の極小 多項式 とい う。極小 多項式 の次数は α の次数 とし
極 小 多項 式 の残 りの根 は α の 共 役 根 として表わ され る。α の最 高 係 数,
す なわち α の極 小 多項式 のXの 最高 巾の係数 をときお り αの分母(Ne皿et)
とい う。 これが ±1に 等 しい とさ α は代数的 整数 とい う。
　 　
多 項 式P(x)=Σaσxs一 σ の 高 さ と は 耳;Max、aσiを 表 わ す 。 代 数 的 数
　 コ　 ぴ コ　
aの 高 さhと は α の極 小多項式 の高 さをい う。α とその共役 数 全 体 の 積 を
α め ノノし1ムといいN(α)で 表 わす。
.代数的数の絶対 値 とその高 さとの間の次 の不等式 は今 後 必 要 な もの で あ
る 。
補助定理1.α を代数的数 ジhを その高さ,a・を αの最高係数 とすれば
lai≦÷.+・(7)
が成立す る。
証 明.省 略.
代数的数 と代数的整数 との間の関係 については目下の ところ次の こ と 丈が必
要 で あ る。
補助定理2.α が代数的数 にして`aoが α の最 高係数な らば,a。α が代数
的整数 であ る。またa。α{o},(σ=2,……,s)についても同様で あ る。 ・
証 明.省 略.
`
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ノル ムについては明 らか に次 の関係が成立 す る。 ・'
補肺定 理3.α が代数的整数 に して0で ない な らばIN(の1≧rが 成 立
す る。
さて リウヴ ィユの定理 の第1の 一般化 として,x一 α を α の 多項式 で 置換え
・ると次 の定理が得 られ る。}
定理3.α1をs(≧1)次 の代数 的数,P(x)をn次 の有理 整係数 多項 式,
Hを その高 さとし,P(の は0に な らない もの とす る。 しか るとき
ヨ
∬P(φ1>番(8)
が α にのみ関係す る定数c>0に 対 して成立す る。
(この定理 はn=1の と き明 らか に リウヴ ィユの定理 とな る。)
証明 は補助定理1,2を 用いてな され るが ここには省 略してお く。
この定理3を 用いて,リ ウヴ ィaの 第2の 一般化 であ る,有 理 数xをn次
の代数 的数 によって置換え た定理が次 のよ うに得 られ る。
定理4.α をs次 の代数的数,ξ をn次 の代数的数,Hを ξ の高 さ とす
るな らば,α ≠ξ に対 して
1α一ξト 崔(9)
が α にのみ関係す る定数c裏>0に 対 して成立する。
§4.一 般 化 され た リウヴィユの定 理 の応 用
'
定理3と 定理4に よ り再び超越数 をつ くることがで きる。 ここでは定理4
の応用 として一例 だけを報 告してお こ う。
魍5.函 数F(x)ss)二瀞 ギ
γ=o
の実正零点 は超越数であ る。ここに自然数avは,あ る正数Bに 対 して
0<av<BVを満足す るもの とす る。 『
証 明 は計算 がやや繁雑 なので省 略す るが,大 体の方針 は次の通 りで あ る。 い
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まx=X(代 数的数)と 仮定すれ ば,十 分大 きなmに 対 して
'IF(x)-Fn)(x)1<(1謡 嵩(・2)
が成立す る。そこでF(X)が 代数的 数 で あ ると仮 定す れ ば,定 理4に よ り
}F(X)-Fm(X)1の 下限が与 え られ ・この下限 は(i?)と矛盾す る・従つ
て フピ が代数的数で あって もF(X)は 代 数 的 数 に は な り得 ない。 それ故特
にF()c)は 代数 的数Xに 対 して0と はな らない。
定理4に おいて α・F(X),ξ=Fm(X)と おいて実際 に計算 してみ ると
墨 一〉(1)4m((m!)呼匝 〉(1翻 秀 農 ㌔
にな るとい うが,計 算 は相 当繁 雑で あ る。 その さい次 の補助定理 が役 立ってい
る。
補助定理4.β を代数的整数,nを その次数,hを 高 さとす ると きを,
M細 β{y}1を1'7'iで表 わせば
V=・1
h≦(2}71)"
な る不等式が成立す る。
§5.よ り精 密 な 近 似 定 理.Thue-Siege1-Rothの 定 理
リウ ヴ ィユの定理(定 理1)の 簡 単な評価 は深い考察に よ り全 く著 るし く
精密 化された。 ここで はこれ まで に得 られ た本質的な進歩だけ を掲げ よ う。 代
数的数 α と有理数xに 対 して一次式1α 一xlの 下限 を考えた と き,こ れ を
個別的 にしめす と次 のよ うにな る。
定理.次 数s>iの 代数 的数qと 有理整i数P,q(q>0)に対 して不等式
じ 　
{α一 一著一i<(1-・k(14)
は有 理数 一P一の有 限個の解のみ を もつ。
q一
ミ
1・ μ>E-+1Thu・[11][12]
2.μ一梅( 。?t-・)+・<2ゾず
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,tこ にqは 十 分 小 さな 正 数 とす 。Siegel[9]・.
3.μ 〉 ゾ2sDyson[2],Mahler[4],Schneider[7].・
4..μ>2R6th[5コ ー'f
F.K.Rothが 最 近 公 に し た最 後 の 結 果 は,指 数 μ に 関 す る最 も 精 密 な 値
を与 え る もの で,こ れ が 決 定 的 な もの で あ る。
ぱ げ
C.L.Siegelは上 の2の 場 合 に 成 功 し た 後1ど,μ=Min(σ γ〆T)+ε<
・(1・g・+雄
。)に対して(・4)1ま鯉 婿 の醐 騨 のみをもつか・
又は不等式(14)を満足す る無 限個 の有 理数 解 一P一があったとして も;そ の
`
.、q
解一込 を分母の大 き くなってい く順 に並べ ると き,
qγ
面 ユ里q・+1=◎。(15)
v→。。logqv
にな るこ ととを証 明 した[10コ。さ らにこのSiegelの定理 は μ>2に 対 して も
そのまま成 立す ることがSchneider[6]によって証 明 され た。つ ま り換言すれ
ば,μ>2に 対 して(14)の 解が無限 にあったとして もそれ は非常 に稀 薄 で あ
ることが知 られていたので ある。 これ を明確 に 無限解 は存 在 しない と言切 った
のがRothの 定理で あ る。
さてRothの 定理 を一般化 した次の定理 を述べ ておこ う。
定理6・ 磁 蜘 ・の代繍 とする・(Pずq銃)なる鱗 の無灘
に お い て はlpず,qナ は 有 理 整 数 に し て,'」
q毒1≧qず>0,1ノ==1,2,
ま た 分 母q#は 有 理 整 数 の 積qず=q・ ノ'・q。"に分 解 され,q。"はvと は無 関 係
な 自然 数bの 非 負 累 乗 を表 わ す もの とす る 。 い ま
η一息 一躊 一,(・6)
とお き μ 〉 η十1、.・(17)
とす れ ば,次 の 不 等 式 「
卜 剖 くq-・・
夕'
代数的 数の有理数 に よる近似 に関す るRothの定理(175)
は蝋 壽)か ら取出される醐 固の数一号 一蕃 によってのみ満足され
る 。
こ の 定 理 に お い て η=1な らば,Rothの 定 理 が 得 られ る。 従 っ て こ の 成 ・り'、
立 ち か ら こ れ をThue-Siege1-Rothの定 理 と名 づ け よ う。
讃 覗 の準 備 と し て7つ の 補 助 定 理(5か ら1iまで)を 以 下 に 述 べ るが そ れ に
附 随 し て い ろい ろ な 事 項 を附 加 え て お こ う。 『'
第 犀段 階.Rothの 証 明 の 本 質 的 イ デ ー は 多 変 数 多項 式 の 新 しい 様 式 の 非 ア
ル キ メ デ ス付 値 に あ る 。
P(Xf,……,Xk)をk変 数Xl ,……,Xkの0と 恒 等 な ら ぎ る 多項 式 と す 。 さ
らに α1,…,α ・を任 意 の 実 数,rl,……,rkを 任 意 の 正 数 と す 。 い まP(α 、+
Yl,…,rZlc+yk)をy・,……,Ykの 巾 に 従 っ て 展 開 す る と
P(α1十Y1,……,αk十yk)・
くめ の
=
j…。…jこ 。Cj・一 ・j・yJl…ylk
となる。いま
⑪ 一Min(JIJk-十 ・・・… 十 一 一r
trk)(・8)'
/葛lll:jl㌧。)
とお く と,こ れ はCji_jkがo .な ら ぎ る す べ て の 非 負 整 数ji,…,jkに対 し て
作 っ た コL+… …+1kの う ちの 最 小 値 で あ る。
、 工1 工k
またCj,……jkが0で ない とき
(∂∂x1)j'…(義)亟P(偽 ・・… ・・ak)'
ヒ
ー 喋 鍔1器'●"'図
帆..一...,,Xk)一(al,......,ak)キ・
で あ る 。(18)に お い て 定 義 さ れ た ⑪ ・の こ と をRothに 従'D,て 多 項 式'
P(x、・・… ・・,Xk)の 点(α 藍・… …,αk)に お け る 数rl,… …rkに 関 す る 指 数
(lndex)とよ ぼ う 。
●
蛇 ド ・
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しか るとき明 らか に多項式
(∂∂x)'1・・…〈8tk!)㌧(Xl……・,Xk)
の 点(ai,… …,αk>に お け るi数rl・… …,∫kに 関 す る 指 数 は 少 く と も
⑭一÷ 一 蓋 ・
に 等 しい 。 こ こ に1、、… …,1.『は 任 意 の 非 負 整 数 に して こ の 多 項 式 の 導 函 数 は 恒
等 的 に0で は な い もの とす る 。
後 に 必 要 と す る指 数 の 性 質 は 次 の 補 助 定 理 に 含 ま れ る 。
補 助 定 理5.P(x1・ … …,Xk)と9(x重 ・… …,Xk)は 恒 等 的 に0な ら ぎ
る多 項 式 に してP+Ω 幸0と す 。 い ま こ の2っ の 多項 式 の 同 じ点(α1・… … αk)
お よ び 同 じ数r」,……,rkに 関 す る指 数 を つ く る と
P(α1,… αk)キ0の と きIndex(P)≧Qな り(19)
Index(P十Ω)≧Min(111dex(P),Index(Ω))'(20)
Index(Pg)==Index(P)十Index(Ω)(21)
証 明.(19)は 明 らか に 成 立 す る 。 次 にPお よ び9の 点(a1,……,ak)に
お け る 巾級 数 展 開 の 係i数をCji_.jk・dj1__jkとお け ば ・(20)は 次 の よ うに
い わ れ て 成 立 す る・ 即 ちCj、_...jk=oにし てdjr.....jk=0ならばCj、_...jk十
djユ......jk=Oとな り,ま た一 方 両 係 数 の 少 く と も一 つ がoで な い な らば そ の 和
は0と な らな い 。(21)は ・Pと9の 指 数 を そ れ ぞ れ 与 え る組(j璽,……jk)
を2っ 取 出 し て,P,Ω の 両 巾級 数 を 掛 合 せ る と,2っ の 組 の 和 が ま さ にPΩ の
指 数 を 与 え る こ とか ら分 る。,.
第2段 階.こ こで はk変 数 多 項 式 のWronski行 列 式 に つ い て 述 べ て お こ
ゴ 。次 の 形
D・3
1!..1..・!(∂∂Xi)i'・・… 〈 ∂叙)'k(22)
の微分作用素 を考 え,ii+……+ikを作用素Dの 次数 とよぼ う。1を 自然 数
と し
杢 。(Xl,……,X・),… …,杢i-、(X・,… …,X・)
■"
㌧
代 数的数 の有理 数 に よる近似 に関す るRoth⊆)定理(177)
をk変 数 の 多項 式 とす る 。 まtcD。,……,Di-1を(22)の 形 の 微 分 作 用 索 と し
Dλの 次 数 λ は 高 々 λ に 等 しい もの とす る 。 こ こ に λ=0,……,1-1と す 。
こ の と き次 の 行 列 式
△(x!,… …,Xk)=Det(Dλiv(x1,……,Xk))
(λ,v=0,……,1-1)
を一 般 化 さ れtWronski行 列 式 又 は 単 に 多項 式i至 ・,… ,d曼1.-1のWronski・
行 列 式 と よ ぼ う。 明 らか に 杢6,……,蚤.1が 一 次 従 属 な ら ば 一 般 化 さ れ た
Wronski行列 式 はoで あ る 。 逆 は 次 の 補 助 定 理 が 与 え る 。
補 助 定 理6.亜o(Xl,… …,Xk),… …,杢H(x1,… …Xk)が 互 に 一 次 独 立
な らば そ のWronski行 列 式 の 少 く と も一 つ は 恒 等 的 に0と な らな い ・
補助 定理7.P(Xl,… …・Xk)をk≧2個 の変数の有理整係数 多項 式 とし
恒 等 的 にoな ら ぎ る もの と す る。i=1,2,r・… ・kと す る と きXiに 関 す るPの ・
次 数 を 高 々riと す る6し か る と き次 の 条 件 を満 足 す る整 数1が 少 くと も一 つ
存 在 す る。
1≦1≦rk十1(25)
こ こ に変 数x董 ・… …,Xk-1に 関 す る微 分 作 用 素D・,… …,D,.-1にお い て
はDλ の 次 数 は 高 々 λ に し て,
W(x、・……,Xk)-D・t(吋 「(8.)'・)
(λ,ン=0,… …,仁1)
と お く と き
(a)Wは 整 係 数 を も ち 決 し て 恒 等 的 に0と は な らな い ・
(b)W(Xl,… …,Xk)=U(xI,… …,Xk二1)V(Xk)
(26)
(27)
と表 わ され,多 項式UとYは 聾 数 を もち・Uのx・ の次数 は高々lrll(iL
して(i=1,…∴・,k-1),VのXkの 次数 は高々lrkであ る・
この2つ の補助定理 の祉 明は省 略す る・ 、
第3段 階.以 上 の補助定理 は多項式 の指数 に対 す る上界 を求 め るの に 役 立
つ もので あ る。これに加 うるに,以 下 に述べ る新 しい概念の評価 に是非必要な
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9
』・補 莇 定 理 を .Rothが与 え た 。
ま ず 一 定 の正 数rl,……,rm(m≧1)と 一 定 の 数C≧1を 固 定 し,次 の 性 質
を もつm変 数 の 多項 式P(Xl,… …,xm)の 全 体 を考 え よ う。
(a)Pは 整 係 数 を も ち恒 等 的 に0で は な い 。
㌔
(b)PはXiに 関 し て 高 々 巧 次 で あ る 。i=1,… …,m
(c)Pの 係 数 の 絶 対 値 はCを 越 え な い 。 ・
い ま こ れ ら の 多 項 式 の 全 体 をPm・ ・Pm(c;エ、,・・… ・,rm)で 表 わ そ う 。
次 にql,… …qmを 正 数,Pl,… …,Pmを 整 数 と し(Pi,qi)==1と す,i= ,1,
… … ,m,そ の 上 ρ、・… … ρmを 正 数 と す 。 い ま ⑪(P)を 孕(x・ … …Xm)の 点
(号・……・割 醐 如 ・…侭 麟 指蜘 ・次胤 も槻
冨 ・・(C;「1・… … ・ 「m;qt・"….・qm;ρi`… …,ρ ・1)=⑧(P)の 上 界(28)
を考え る。て こにPは 集 合P。iの すべ ての多項式 を動 くもの とす る。
補助定理8.rl,……,rkはk≧2個 の正整数 にして次の 条 件 を 満 足 す る
0くδ<1を 有す る もの とす る。
rj-1
(29)rk>10δ 一1,一 〉 δ 一1i=2,・ ・・…k
r,
ま たq1,… …,qkは 正 整 数 に し て1は
1≦1≦rk十1
を 満 足 す る 整 数 と す る 。
い まL=(rl十1)kll!cl2klri
∈)=⑪1(L;1rk;qk;9rk)
+⑪k-・(L;lx1・… …,1r・-1;q・,…qk-1;1・,……!r・一・)
に よ っ てLと3を 導 入 す る と
⑪ ・(C;rs,……,rk;q1,……,q・;・ri・… …,rk)
≦2Max(3十3壱 十 δ巻)くり
が成立す る。'ジ
証 明は補助定理7を 用 いてな され る。
を求 め る次の補助定理9の 証明に用い られ る。
(30)
(31)
(32)
(33)
この補助定理8は 多項式の指数の上界
、
代 数的数 の有 理数 に よる近似 に関す るRothの定理(179)
補 助 定 理9.mは 正 整 数,δ は 次 の 条 件
0ぐ δ<m-1'』(37)
を満 足 す る もの とす る 。エ・,… ,恥 は 正 整 数 に して 次 の 条 件 を 満 足 す る も の
と す る 。
Si-1
rm>10δ 一1, 〉 δ 一1,i=2,… …,m
、 工
正 整 数q1,… …,qmは 次 の 不 等 式 、
、logq1>δ 一im(2m十1)
Xilogqi≧ ∫昼Iogq1・,i・=2,・… ・・,皿
を 満 足 す る も の と す る 。 し か る と き`
⑧m(q～ δ「・;・・,……,rm;ql,・ … ∵,qm;・1,… ∵・,・・n)
<10mδ(12)m
が 成 立 す る 。
(38)
(39)
(40)
(41)
証 明はRothに よ り帰納 法によ りな され る。 この 補 助 定 理9はRothの 定
理 の証萌に最 も重要な手段 を与 え るものであ る。補助定理9さ えあれぽ補助定
理5か ら8ま では最早必要 としない。
第4段 階.次 の補助定理はこれまでの ものとは無関係であるが,今 迄 の数
の な か のrl,… …,rmだ け が 表 わ れ る 。
補 助 定 理10.r、,… 一,τ 、。 を 正 整 数 と しco・を 正 数 と す る 。 し か る と き次 の
条 件
0≦ 」1≦コじ1・一。一一一,0≦jlll≦]じ且n
÷+一 ∴÷壽 ≦÷(一 の
を 満 足 す る 整 数ji,… …jmの 組(j1,……,jm)の 個 数 は
ユ
2m2ω 一】(r、+1)… …(rnl+1)
よ り 大 き く は な い 。
証 明 ほ 帰 納 法 に よ る 。R・thの 申 立 てlcよ る と この 証 明 はD・v・np・・tlこ帰
着 す る もの で あ る とい う。 ・
難
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第5段 階.こ れ まで はRothの 証 明にばか り非常 に狭 く閉 じこ もっ て い た
が,こ こでは一寸離れ ることに しよ う。 い ま述べ た最後の補助定理 は或種の多 ・
項 式の存在 を保証す るもの であって,補 助 定理9『を応用す ることによって得 ら
れ る研究の結 果次の補助定理が新 し く得 られ る。
補助定理11.rl,…,τ。、を正整数,α をs>0次 の代数的数 とす。まtcm
を十分 大き くとって次の条件 を満足す るよ うにす る。
ω=2三】皿
t1
0<ε<-7(ε はmと は 独 立)・〆
(÷m一 ㌔ 一・プ<(2ザ(48)
しか る と き次 の条 件 を満 足 す るm変 数X1,… …,Xmの 函 数 で 恒 等 的 に は
'0でな い 整 係 数 の 多項 式 杢(x
・,……,Xm)が 存 在 す る 。 こ こ に 多項 式 は 変 数
Xl,・∴ ・・,Xmに 関 し て そ れ ぞ れrl,……rm次 とす 。
(・)li+……+簑ll≧m(÷ナ→
を 満 足 す る 非 負 整 数 τ1,… τn、に対 し て
(∂ ■X,)T'…・・〈 禽 「アm杢(Xl,・… ・・,Xm)
はx1,… …,Xmに お い て 恒 等 的 に0と な る 。
(b)杢(Xl,… …,Xm)の(Xl・ … ….Xm)=(rXl,… …,αm)に お け るrl,… …,
・m?こ謝 る指数 はm(-1-一 ・)よ り大で あ る・
(C)eγ(γ1+'●'."γm)が…巨(Xl,…,Xm)の 整係数の絶対値 の上 界に な るよ
うな,α にのみ従属す る正数 γが存 在す る。
定理6の 謹 明の絡 まとめ.さ きに準備 した補助定理 の うちで 以下 に有用な
ものは9と11の二 つだ けで あ る。
第6段 階.設 現の意圖.有 理整係数 のm.変 数 多項 式 で 適 当 な もの を点
儲 〉 一 ・(Pmqm)にお い て考 え ることにする・ここに多職 調
(i=1,……,m)に 関 し て はri次 に し て,ま た(rz,……,α)に お け るrt,……,
代 数的数 の有理i数に よる近似 に関す るRothの定理(181)
rmに 関 す る指 数 は 十 分 大 きい もの とす る 。Pl,…_,・Pmは 定 理6に 述 べ
られてい翻(Pv
q学)の元とする・多項式の翫 の点に蔽 ・とならない
ならば,そ の値は有理数にして分母の上界は容易に評価で きる。 従ってその値
の絶対値囎 こる下界を有す る・しか るec-一`方仮定によ り(Pv
qぴ)の元の鰍 の
値一込 一,……,一 匙Lに 対 して近似式
qm'ql
lα 一・一訓 〈q・ ・-IL(i-・ ・… … ・m)(52)
が(17)の 条件の下 に成立す るので,多 項式 の値 の絶対値 は上界 を もつ ことに
な る。 この両者の下界,.ヒ界が互 に矛盾 す ることが示 され るので,(52)は成立
しない。従 て定 理6が 正 しい ことにな る。 この方針 の下 に以下進 めて行 こ う。
第7段 階.適 当な多項式.補 助定理11を満足 す る 多項 式 を ヨ…(Xt,…,
Xm>と しよ う。 この式 は期待すべ き●多項式 と し て 用 い られ な い 。何 故 な ら
儀臓 晶備畿 鷺 欝隅r錨瀦
るrl・……τmに 関す る指数 ⑭ の上界が与え られ る。 しか もこれは 歪(Xl,…
… ,Xm)の係数 の絶対値の最 大値HIが ・
H、<q、δ・・(53)
を満足す る場合であ る。補莇定理11の性質(c)と 補助定理9の(38)とか ら
H1≦ 。γ(・+●…+・m)<e「m・・
と な る 。 そ れ 故
Iogq1>δ一lmγ(54)
に対 し て 不 等 式(53)が 成 立 す る 。 い ま考 え て い る指 数 に対 し て は(41)に よ
り
⑪<10mδ(9)m
が 成 立 し て い る。 そ こ でm,δ と補 助 定 理11に あ らわ れ る ε との 間 に 次 の 関
係
10Mδ(9)m<,m・(55)
を仮 定 す る。 与 え られ た ε とmに 対 し て δ を(55)と(37)を 満 足 す る よ
●
曳
(18Z)'
う に ・選ぶ と ・
r・ ⑭<・m
と な る 。 従 っ て
⊥ 十_
工置
を満足し,多項式
＼
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(56)
F(x・…… ・x・n)rj諺..差.あ!(含)j'…(∴)jrn
ヨ≡i(Xl・… …,Xm)(57)
庶 驚二・一 ・雷 において ・ とならないよ うなm個 の粕 蜘1・ 一 ・
j。、が 存 奮す る 。 補 助 定 理11と(57)に よ りF(xl,……,xm)'は 有 理 整 係 数 を
もつJそれ故F(署ト ー 嫌)≠ ・は有醗 である・
第8段 階 ・IF(PIPmラ ウ
qrqm)1の 下界 ・ここでは鱗F(号,… …,
一謙)の 弱 について調べ よ う・多項式F(x・,…・…x・・))はXiに関 して1縞 々
τi次 で あ り(j・"lr・… ・,m),そ の 上 直 接 に 明 らか な よ うにF(x… … ・・,xm)1こ
対 し て は 補 助 定 理11の性 質(a)が 満 足 し て い る。 各Xiに お け る最 高 次 の 次 数
に謝 る臆 か らF(ll-… …・・斜 の分母はq・「1……qmrmに糸勺数 と して
含 まれなければな らぬ。 しか しこの評価 は粗雑で あ る。 ド
る瓢 繭歯獄轡 龍聯 ゑ霧濃
よ り ε>0に対 して数q。(ε)が存在 して,す べ ての 鉦>q・(ε)に対 して不等
式
姥 響 ≧・† ・(58)
が 成 立 す る 。
q、γ・__qmγ血 に は 因 数bλ ・「・+…+Zm「m力 檎 ま れ る.一 方
F(PIPmフ クqlqm)の 鍮1寄 補助定理・・の騨)に より
o
代数的数の有理数による近似に関するRothの定理(183)
ll+……+論 ≧m(1羽一+ε)
輔 匙 る 巾 積q、τ・… …qmτmは あ らわ れ な い.従 っ て か か る ・、,・… ・・,T、nに
対 し て はbZ'T'+'●'●◎'+Zmrmはあ ら わ れ な い ・ そ れ 故F(PIPmり りq
lqm)の
分 母 の よ り よ き 評 価 と し て 積q、 「1……qJmか ら
L
Ω 一Min.(b(「 ・-L'τ・)λ・+"●'●'+(rm--Trb)λm)
(τ1÷__+王 巴 くm(巷+、工1工m))'
を引去 るとよい。(58)と(40)によ り
÷+… ・,・+{認く搬(÷+今
に対 して不等式
b(r・一 ・・)λ・+… …+(・rn-Tn])Zm≧(lqll--Tl…q納)1一 ηε
一 ㍉(r1一 τ1rn}.一 一τm十・・。… 十 一rlrm)(1一ゆ
>m(壱 一 ε)(1一η一・)・-q
1・t
が 成 立 す るd最 後 の 不 等 式 の 右 辺 は τ・・… …,τmに 無 関 係 で あ る 。 従 っ て
Ω ≧q・m(壱""・s).(1+ε)「1,・(59)
と な る 。
上 の細 こよ りF(景 ・…… ・ 謝 の分 母 はqi「∵ ・・q・r'Mgr1の約 数 と
考 え られ るので(40)と調和 させて駅 の条件を仮定 しよ う・1 、 ・
三迦9≦皇L≦ri<1+S・10鉦L
logqヂ10gqi
(i=2,… …,m)
(60)の右辺の不 等式 と(38)によ り
}i畿寄 く・t、と、<・+島≒ 、《・+一む δ
(i==2,.。●●.●,m)
と な る 。(55)よ り δ<ε な る を 以 て
(60)・
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s
・・1・gqi<(・+÷ ・)r・1・gqi
でなければな らなず,従 って ・
q∴...べ くqP(1+-8-)Ti
乏 な る。そこで(59)と 一 しよにすれば評価
qi・i…q:1・Q-1〈qF((1+音)一(9-・)(・一・一鎌
'
〈d、m(券一 号 ン1
となり
F(・-ll-,……,量)>q・-m(巻+2e+g)ri(6・)
とな る。
第9段 階F(PIPmウ ウ
qlqm)の 上 界 ・ ま ず 多 項 式F(x・ ・'・… ・・Xm)の
(x・一 α),……,(x・一 の の 巾 に よ る展 開 か ら出 発 し よ う。(56)と 補 助 定 理11
の 性 質(b)を 有 す る'(57)の式 に よ っ て,こ の 展 開 に お け るF(x、 ・… …,xm)
＼
の各々の和は,
.÷+… …+譜 〉 皿(垂一2・)t(62)
に 対 し て,因 数(X1一 α)τ・__(Xm一 α)τmを有 す る 。 こ の 因 数1と お い て
(恥 詞 一(号,一,調 とおき不等式の仮定の下に
(群 αy-〈 恥 か を評価してみよう・
(40),(52),と(62)に よ る と
隠 一α狛 一(器 一α判 く(♂-q:M)一μ
一m(壱 一2ε)μr・
'〈qi
と な る 。(x1一 α),……,(Xn、一一rz)の巾 に よ るF(x1… …,xm)の 展 開 に お け る
係 数 の 絶 対 値 の 極 大 値 をH2で 表 わ す と,
＼代数的数の有理数による近似に関するRothの定醜(185)
叔 号,… …,器)トH・(ri+・)… …(r・)+・)べm(券"2e)Pt「'(63)
}
とな る。H2の評 価のため に
Pi!。.≒諏イ ∂急)ρ1・…・(濃鑑)伽F(α・…… ・α)
な る形 の式 をし らべてみ よ う。(57)によ りFを 亜 にてお きかえ,評 価(53)
樋 脇 頭 鰍 の評価 ⇔ ≦7湘 ・ると・・-M・xqαil・)とri≦・m
に対し
H,<2「 ・+'…+「 ・')(τ1十1)・… ・・(・m+・)a「1+""● ●「mH、
<(4。)m「・q、δ「・
と な る 。 さ ら に
logq1>δ 一'mlog(8a)(64)
な る を 以 て
t
(。、+、)_...(。m+・)H,<2M・・H,<q、2δ「・
と な る 。 こ れ を(63)に 入 れ て,(55)か ら得 ら れ る δ<ε を 利 用 す る と 次 の
評 価 が 得 ら れ る 。
{F(PIPmウ ナqlqm){〈べm((5"一'2e)Pt`2e)「'
.第10設階 ・ 謹 明の結論 ・ 前段 階の評価 は(61)に対 して
一1+翫+号<(} -2・)μ一2・
1十 η十8ε ・ 、(65)即
ち μ>1 -4ε
な ると き矛盾 す る・ しか もこの不 等式 は(・7)1こよ り η と μ の一f9の値 とナ
、分小 さな正数 εに対 してつね に成立す る。それ故矛盾 が生 じたことにな り定理'
6が成立す る。但 し ε,垣,δ,r・,…,r、、,q・,……,qmに 対 して条件が 満 足
してい るか ど うか を検討 してお く必要があ る。
まず正数 〒を,e<5な るよ うに選 ぶ と・(17)を満足す るよ うな与 え られ
ナこ数 η と μ に対 して不等式(65)は 成立す る。この εに対 して 自然数 瓜 を
(186)人 女 研 究 第二十輯'
補助定理11の(48)を満足す るよ うに選ぶ。εとmに 対 して(37)と(55)を
ま
満足するように δを定める・次に蝋 慕)か ら(52)を満脇 元 号 を
選 び,q・ に対 して は(39)(54)(64)を満 足 す 為 よ う、に,そ の 上i=1に 対 し
ては確かに(58)を齪 するよ うにす る・さらに蝋ll)か らは(52)を満
足しかつ次の不等式,
諾 譜>1(i-2,… …,m)(66)
を満足す る元 逸一,……,Pmを とり出す。最後にX・は次の式
q2.qm,
r・>11}器(67)
を 満 足 す る 自然 数 と す る。r・.,…∴,r。、は(60)に よ り一 意 的 に 定 ま る整 数 で あ
るd〈60)か ら(40)が 成 立 す る 。(60)と(67)に よ り
Xm≧」叢 『留>i・ゲ・ ・
に し て そ の 上 、、
'畿
1卜・景 器 ≦・+畿縞r<・+肯δ
とな る。最後の関係式 と(6Q)の左 の不等式 によ り,まfc(66)を一 しよにす
ると
㍗ 〉鵡 瓢 ・+古δ)-1>δ一i
(i=2,……,m)
が得 られ る。それ故(38)が 成 立す るので二つの補助 定理9と11の すべ ての仮
定 が成立 してい る。
これに よ り定理6の 証 明が果 た されたこ とにな る。
1,「.'fi㌧','ゴ
・ 代 数的数 の有理数 に よる近 似 に関す るRothの
,定琿.(187)
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